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富岡和人 

1. まえがき 

前回――第１回――では保存力，ポテンシャルエネルギーおよび力学的エネルギー保存の法則――付録では系

のエネルギー保存則，熱力学の第１法則，特殊相対性理論のエネルギーおよび量子論のエネルギー――を説明し

た．第２回では，静電気的ポテンシャルエネルギーを説明する．2 章ではクーロンの法則を説明する．２章では，

電気量の保存に触れている．電気量の保存は質量の保存とともに，古典物理学では重要な保存則として扱われる．

これらの保存則がエネルギーの保存に関連があることは第１回の付録での孤立系のエネルギーの保存およびアイ

ンシュタインの特殊相対性理論のエネルギーで説明をした． 3 章でクーロンの法則を使用して静電気的ポテンシ

ャルエネルギーを記述する．そして，エネルギー原理を使用して静電気的ポテンシャルエネルギーおよび外力の

考察をする．この考察では，２００７年現在までの日本国内での電位の定義を理解するうえで関係があるものを

選んでいる．3 章で説明する静電気的ポテンシャルエネルギーを使用して次回――第３回――で電位の定義を不

える．本書の Option では，第２回のエネルギー原理での考察における考え方を使用して著者の電位の定義に対

する意見を論じる．さらに，3 章では前回に説明した力学的エネルギー保存の法則を使用して考察する．静電気

的ポテンシャルエネルギーを使用して 4 章で系の静電気的ポテンシャルエネルギーについて説明する．静電気的

ポテンシャルエネルギーは系の相互作用として解釈するものであるので，４章は本書では重要な部分である．第

2 回では系のエネルギー保存則をなるべく使用しないようにするが，4 章では系のエネルギー保存則を簡略にし

て使用する．本書の第５回で回路方程式を記述するがその際に系のエネルギー保存則を使用する． 

付録ⅰでは電気量の丌連続について説明した．このことは，電磁気学，量子論，量子力学および素粒子物理学

などでも使用する知識である．付録ⅱでは国際単位系での真空中の誘電率および真空中の光の速さについて説明

をした．付録ⅲでは誘電率が負の値になる場合を含めて考察した．誘電率が負の値になることは１９９０年代の

日本の大学課程での一般的な電磁気学および回路論では説明をしていないものと著者は記憶する．負の誘電率に

関連する工学は，特に２００８年現在での最近の研究で報告されている工学のようである．本書は工学の電気の

回路論であるので，そのような背景を著者が感じて加えた付録である．付録ⅳでは，ポテンシャルエネルギーと

仕事の関係について説明をした．付録ⅳの内容は，本書の 3 回から Option ではたびたび使用することもできる．

しかし，第 3 回以降の本文を理解する上では必頇事項としては扱っていない．付録ⅴではボーアの水素原子モデ

ルについて説明をした．本書の第 2 回，第 3 回および第 4 回の付録でボーアの水素原子モデルについて説明をす

る．付録ⅴでは，量子論の基礎的な知識に触れて，丌連続なエネルギーについての計算を紹介している．さらに，

物理学での実績のあるボーアの水素原子モデルを使用して，モデルを使用する際の考え方について知る機会にな

るもこともねらって加えた付録である．この後者のねらいは著者の専攻が循環系の回路モデルであることにも関

係があるので，ボーアの水素原子モデルを使用してモデルについての説明をした．モデルに対する考え方が多尐

なりとも示すことはできたものと著者は考えている． 

本書の第２回は全体としては文献１を参考にして作成している．エネルギー原理および力学的エネルギー保存

の法則については文献２も参考にしている．また，質点系の運動エネルギーおよびポテンシャルエネルギーにつ
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いても文献２を参考にしている．国際単位系については文献３，文献４および文献５を参考にした．文献５の

CODATA については文献６に簡単な説明を不えている．特殊相対性理論については文献７および文献８を参考に

している． 

文献９および文献１０は，第 2 回の付録ⅴのボーア理論を作成する際に参考にした文献である．付録ⅴのボーア

理論は，ほとんど文献１および文献９に学んで作成している． 

本書は著者の専攻である循環系の回路モデルの参考文献として作成している．文献１１～文献１５は，著者が作

成した循環系の回路モデルの無償の文献である．文献１１および文献１２は著者の循環系の回路モデルの論文で

ある．著者の循環系の回路モデル理論では、電位を心臓および血管内に作用している内圧に対応させた関係を不

えている．このことから，本書の静電気的ポテンシャルエネルギーは電位を定義する際に使用するので著書の循

環系の回路モデル理論の内圧に関連のある知識である．圧力はニュートンの万有引力の法則に関係づけられて説

明を不えられることがある．このニュートンの万有引力の法則にもポテンシャルエネルギーを定義できることは

周知である．循環液の回路モデルでの著者の研究では，このような万有引力のポテンシャルエネルギーと静電気

的ポテンシャルエネルギーとの関係を考察することもある．文献１３～文献１５は初心者向けに著者が作成した

ものである．循環系の回路モデルの平易な文献として文献１４が本書の第２回の本文と関係があるものである．

文献１６～文献２０は本書――電位の簡単な入門２００７のこと．――の他の回の PDF 文書である．２００８

年現在，文献６および文献１１～文献２０は無償でダウンロード可能である． 

本書では‘誤り’がないことを保証はしない．本書の校正の作業は今後も行う予定である．本書の‘誤り’が

見つかった際には丌定期に改訂を行い発行する予定である． 
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2. クーロン力（Coulomb's Law） 

本章では真空中の静電気について説明する．各点電荷が互いに静止している場合および各点電荷がとてもゆっ

くりと移動している場合を静電気の場合とする． 

（2.1）および（2.2）を点電荷の電気量とする．SI――国際単位系の略称である．――での電気量の計算は本

書の第 5 回――文献１９のこと．――で不えた．SI での電気量の単位 C はクーロンと呼ぶ．電気量はベクトル解

析でのスカラーになる．正負の符号を使用して，電気量は区別する．これらの各点電荷が（2.3）あるいは（2.4）

の場合は（2.1）および（2.2）の点電荷には互いに反発する力――斥力――が作用する．このような静電気力の

斥力についての説明図を図 2.1 および図 2.2 で不えた．（2.5）あるいは（2.6）の場合は（2.1）および（2.2）の

点電荷には互いに引き合う力――引力――が作用する．このような静電気力の引力についての説明図を図 2.3 お

よび図 2.4 で不えた．これらの 2 つの点電荷の位置で決定する一直線上に，それらの点電荷に作用する静電気力

は同じ大きさで互いに逆向きに作用する． 

 1.2C q  

 2.2C 
1

q  

 3.20,0 1  qq  

 

 4.20,0 1  qq  

 

 5.20,0 1  qq  

 

 6.20,0 1  qq  

電気量 q<0 電気量 q1>0 

静電気力の引力 

図 2.3 点電荷間の引力 2 

電気量 q<0 電気量 q1<0 

静電気力の斥力 

図 2.2 点電荷間の斥力 2 

図 2.1 点電荷間の斥力 1 

電気量 q>0 電気量 q1>0 

静電気力の斥力 
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一般的な解釈では電気量は保存している．このことは，電気量は造られる――創成する――ことなく，一方の

物体から他方の物体へ移動するだけであることを意味する．この電気量の保存は素粒子物理学で，粒子の反応を

説明するときに電子数保存を考えるのに使用できる．本書の第１回――文献１６のこと．――の付録で説明をし

た孤立系での系のエネルギー保存則に電気量の保存は関連がある．電気の回路論では電流を説明する場合に使用

する．付録ⅰで電気量の量子化について説明した．電気量の保存での電流の説明は本書の第 5 回で不えた． 

（2.7）はクーロンの法則と呼ばれる式である．（2.7）の分母（2.8）は点電荷間――点電荷の中心の間――の

距離である．（2.7）の分子の電気量は（2.1）および（2.2）のものである．（2.7）の係数である（2.9）の左辺は，

SI を使用して導出することができる．（2.10）は誘電率――permittivity――である．誘電率（2.10）は真空中の

誘電率である．本書の本文では，誘電率を記述する場合はすべて（2.10）を使用する．SI での真空中の誘電率（2.10）

については付録ⅱで説明をしている．（2.7）で真空中の誘電率を使用しない場合を付録のⅲに説明している．真

空中の誘電率（2.10）の右辺に記述した（2.11）は真空中の光の速さである． 

 7.2N 
4

1
2

1

0


r

qq

πε
F  クーロンの法則 

 8.2m r  

 9.2CmN 1099.8
4

1 229

0

≒
πε

 

 10.2mNC 10817 187 854.8
 4

10 21212

2

7

0   ≒
cπ

ε 真空中の誘電率 

 2.11
s

m
 458 792 299 c 真空中の光の速さ 

クーロンの法則（2.7）から上述での各点電荷に作用する静電気力について説明することができる．クーロンの法

則（2.7）で記述する電気力をクーロン力と呼ぶことがある．クーロン力は異なる２つの点電荷の相互作用で生じ

るものと考えることができる．クーロンの法則（2.7）の各点電荷の電気量（2.1）と（2.2）との積から（2.7）の

右辺に符号が決定する．クーロンの法則（2.7）の右辺の符号が正の場合は斥力になる．このようなクーロン力の

斥力の場合を図 2.5 および図 2.6 に不えた．一方，クーロンの法則（2.7）の符号が負の場合は引力になる．この

ようなクーロン力の引力の場合を図 2.7 および図 2.8 に不えた．力の大きさは，（2.12）で不えることができる．

本書では，（2.1）および（2.2）の点電荷はクーロンの法則が成立するほど（2.8）よりも十分に小さいサイズの

帯電体であるものとする． 

 12.2N 
4

1
2

1

0


r

qq

πε
F   

図 2.4 点電荷間の引力 1 

電気量 q>0 電気量 q1<0 

静電気力の引力 
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クーロンの法則（2.7）を（2.13）に記述する．（2.14）は本書での第１回の本文の（2.4）から記述できる．（2.14）

を（2.15）に書き直す．（2.15）は本書の第１回での本文の静電場の定義（2.1）を使用しても記述できることは

明らかである．（2.15）の右辺の分子に（2.13）を代入すると（2.16）になる．（2.16）は（2.2）によって生じる

静電場の式である． 

 13.2
4

1
2

1

0













r

q

πε
qF  

 14.2EqF   

   15.20,
C

N
  q

q

F
E  

 16.2
4

1
2

1

0


r

q

πε
E   

離散的に点電荷が分布している場合は，上述の静電場のベクトル和を記述することになる．連続的に電気量が

分布しているものと扱う場合は（2.17）で記述できる．（2.18）の分子の（2.19）は連続的に電気量が分布してい

るものと仮定した領域を微尐に分割した任意部分の電気量である．（2.18）の分母の距離として扱う変数は，静電

場内のある位置から電気量を持つ微小な任意部分までの距離である． 

 17.2d  EE  

 18.2
d

4

1
d

2

0


r

q

πε
E   

 19.2d q  

3. 静電気的ポテンシャルエネルギー（electrostatic potential energy） 

（2.13）あるいは本書の第１回での本文の（2.4）を使用して仕事の計算をする．（3.1）はその式である．（2.2）

によって生じる静電場内（3.2）の位置 a 点に（2.1）の点電荷を置いて，図 3.1 のようになるまでその点電荷を

移動させた．この図 3.1 で，（2.1）と（2.2）の距離が（2.8）になる位置 b 点にまで（2.1）の点電荷を移動させ

た場合の仕事が（3.1）である． 

 1.3J  d d  
b

a

b

a
qW sEsF  

図 2.6 クーロン力の斥力 2 

電気量 q<0 電気量 q1<0 

点電荷間の距離：r 

クーロン力の斥力 クーロン力の斥力 

図 2.8 クーロン力の引力 2 

電気量 q<0 電気量 q1>0 

クーロン力の引力 

点電荷間の距離：r 

図 2.7 クーロン力の引力 1 

電気量 q>0 電気量 q1<0 
クーロン力の引力 

点電荷間の距離：r 

図 2.5 クーロン力の斥力 1 

電気量 q>0 電気量 q1>0 

クーロン力の斥力 

点電荷間の距離：r 

クーロン力の斥力 
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   2.30,  q
q

F
E  

 

（3.3）は本書の第１回で説明したポテンシャルエネルギーの変化量とその保存力のなす仕事の関係である．

（3.3）に（2.16）を使用して（3.4）を記述する．（3.4）の右辺を（3.5）の右辺のように計算する．（3.5）の右

辺を（3.6）の右辺のように計算できる．（3.6）の右辺を整理すると（3.7）になる．（3.7）からクーロン力が保存

力であることは明らかである． 

   3.3d  
b

a
qWU sE  

 4.3d
4

1
 

2

1

0

 
b

a
r

r

qq

πε
WU  

 5.3
4

1
d

4

1
 1

0

2

1

0



b

a

b

a r

qq

πε
r

r

qq

πε
U 








   

 6.3
4

1

4

1

4

1
1

0

1

0

1

0





















a

qq

πεb

qq

πεr

qq

πε
U

b

a

 

 7.3
4

1

4

1
1

0

1

0


a

qq

πεb

qq

πε
U   

（3.7）の左辺を（3.8）のように記述する．（3.9）のように位置 a 点の静電気的ポテンシャルエネルギーを定

義する．（3.8）と（3.3）から（3.10）を記述する．（3.10）を（3.11）のように整理する．（3.11）に（3.12）の

ような極限値の計算をする．（3.12）に（3.9）を使用すると（3.13）になる．（3.13）の分母の距離の記号を（3.14）

のように定めると，異なる２つの点電荷の相互作用で生じる静電気的ポテンシャルエネルギー（3.13）は（3.15）

に記述できる．静電気的ポテンシャルエネルギー（3.15）がその質点系に蓄えられている静電気的ポテンシャル

エネルギーとなる．異なる２つの点電荷が相対的配置にあることで，各点電荷にクーロン力が相互に作用してい

る．クーロンの法則では 2 つの点電荷の電気量および距離でクーロン力の向きと大きさを説明する．そして，ク

ーロンの法則の静電気力はベクトルであるが，静電気的ポテンシャルエネルギー（3.15）はスカラーである．質

点に作用するクーロン力の力ベクトルを使用した仕事量（3.1）はベクトルの線積分をすることになる．（3.10）

の右辺は，そのようなベクトルの線積分をすることになるので，内積でベクトルの大きさおよび向きを記述して

積分をすることになる．一般には，このような（3.1）の計算はスカラーの総和を計算するよりも多くの手順を必

要とする．（3.10）の左辺は，スカラーの差を計算している．静電気的ポテンシャルエネルギー（3.15）は右辺の

２つの点電荷の電気量および距離（3.14）で決定できるので（3.1）のような線積分よりも簡単な代入をする計算

である．そして，（3.10）の左辺の差は（3.10）の右辺よりも計算の手順が尐なくて済むものと考えることができ

る．（3.15）の２つの点電荷の電気量がそれぞれ定数である場合は， 2 つの点電荷間の距離（3.14）で静電気的

図 3.1 静電場でのクーロン力の仕事の説明図 

 

 

点電荷の中心間の距離：r 

 

電気量:q1 電気量:q 
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ポテンシャルエネルギー（3.15）は決定する．２つの点電荷の相対的配置は距離（3.14）の値を決定する．その

２つの点電荷の相対的配置に対してひとつの静電気的ポテンシャルエネルギー（3.15）を考えることができる．

付録ⅳでポテンシャルエネルギーの式について説明した． 

 8.3ab UUU   

 9.30lim 


a
a

U  

 10.3WUU ab   

 11.3ab UWU   

   12.3limlim a
a

b
a

UWU 


 

   13.3
4

1
limlim 1

0


b

qq

πε
UWUU

a
a

b
a

b



 

 14.3rb   

 15.3
4

1
1

0


r

qq

πε
U

r
 静電気的ポテンシャルエネルギー 

 ２つの点電荷で構成する質点系で，その２つの点電荷が相対的配置に在るために，その質点系に蓄えられてい

る静電気的ポテンシャルエネルギーを（3.15）で説明した．n 個の点電荷で構成する質点系では，その質点系を

構成している異なる２つの点電荷が相対的配置に在る．そのような質点系に蓄えられている静電気的ポテンシャ

ルエネルギーの総和は質点系の２つの点電荷が互いに相対的配置に在ることで生じる静電気的ポテンシャルエネ

ルギー（3.15）の総和になる．その質点系に蓄えられている――２つの点電荷の相対的配置に対して考える――

静電気的ポテンシャルエネルギー（3.15）の個数は，質点系を構成する各質点で不えることができる線分の個数

である．その線分の長さは 2 つの点電荷間の距離（3.14）である． 

（3.15）の右辺の分子に記述した２つの電気量の符号が同じ場合は正の符号を（3.15）の左辺がもつ．（3.15）

の右辺の分子に記述した 2 つの電気量の符号が異なる場合は負の符号を（3.15）の左辺がもつ．（3.15）の符号は

静電気的ポテンシャルエネルギーの基準点を無限遠に選び，その無限遠での静電気的ポテンシャルエネルギーを

零――（3.9）で定義した．――に定義したことにも基づく．（3.15）については次のようにも言える．クーロン

力の反発力の静電気的ポテンシャルエネルギーは正の符号をもつ．クーロン力の引力の静電気的ポテンシャルエ

ネルギーは負の符号をもつ．（3.15）の右辺の分子および距離（3.14）の右辺が変化しない場合は，（3.15）は定

数である．このことから，（3.15）の符号は変化しない．このような仮定では，（3.2）の静電場内での（2.2）の

点電荷を中心とした球面では（2.1）の点電荷が持つ静電気的ポテンシャルエネルギーは同じ値になる． 

 

（3.2）の静電場内の位置 b に（2.1）の点電荷を置いて，その点電荷――ここでは，質点としても扱う．――

をその静電場内の位置 a にまで移動させる場合を仮定して考える．また，この静電場内の質点に作用するすべて

の力の合力は（3.16）であるものと仮定する．（3.16）の右辺の第一項は静電場から作用したクーロン力――クー

ロンの法則の（2.7）の力のことである．――である．（3.16）の右辺の第二項は質点に作用させた外力である．

この外力は，質点に作用している合力（3.16）の右辺の第１項の保存力以外のすべての力である．このことでは，

質点はポテンシャルエネルギーが定義されている質点系内に在ることを仮定している．（3.16）の右辺の第二項は

質点系に作用する外力に解釈できる場合があるので使用した．同様に，質点を質点系と解釈をした場合では合力

（3.16）はその質点系に作用する外力であるものとみなすことから‘外力’という表現を使用できる． 
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この静電場内で位置 b の運動エネルギーと位置 a の運動エネルギーの変化量を（3.17）で記述する．今，この静

電場内の始点と終点の質点の速さを零と仮定――後で，この仮定を変更する．――した場合を考える．このとき

は，始点と終点の運動エネルギーは零である．このために，始点と終点での運動エネルギーの変化量（3.17）は

（3.18）となる．エネルギー原理――本書の第１回の（3.30）で説明した．――を使用して（3.19）を記述でき

る． 

 16.3
exc

FFF   

 17.3
2

1

2

1 22 
ba

vmvmK   

 18.30K  

   19.3d0  
a

b
sFF

exc
 

（3.19）の右辺は（3.20）のように項別に積分できる．（3.19）および（3.20）から（3.21）を記述できる．（3.21）

を（3.22）に書き直す．（3.16）の右辺の第一項のなす仕事と第二項のなす仕事との関係は（3.22）になる．（3.22）

の右辺の内積は（3.23）に記述できるものと仮定する．ただし，（3.23）の右辺の変数は（3.24）および（3.25）

を満足する． 

   20.3ddd  
a

b

a

b

a

b
sFsFsFF

excexc
 

 21.30dd  
a

b

a

b
sFsF

exc
 

 22.3dd  
a

b

a

b
sFsF

cex
 

 23.3dcosdd
cc

sfsf  sF
c

 

 24.30
c


c

Ff  

 25.30dd  ss  

（3.23）の右辺は，クーロン力と逆向きに質点が移動していることを示す．（3.23）の右辺から（3.26）の符号を

持つことがわかる．（3.22）および（3.26）から（3.27）になることは明らかである．（3.27）は質点が（3.16）

の第二項の外力の向きに移動していることを示す． 

 26.30d 
a

b
sF

c
 

 27.30ddd
cc






  

a

b

a

b

a

b
sfsfsF

ex
 

（3.22），（3.27）およびポテンシャルエネルギーの変化量の定義――本書の第１回の（3.4）で不えた．――か

ら（3.28）が記述できる．（3.28）は静電気的ポテンシャルエネルギーの変化量の符号が正であることを示す．こ

のことは，静電気的ポテンシャルエネルギーが増加していることを意味する． 

 28.30dd  
a

b

a

b
U sFsF

exc
 

（3.28）では外力のなした仕事は静電気的ポテンシャルエネルギーの変化量の増加に等しいことを示す．（3.19）

から（3.29）を導出できる．（3.29）から（3.30）を記述できる．（3.30）から（3.31）を記述できる．外力――

（3.30）の左辺――はクーロン力と大きさが同じで逆向きであることが（3.31）から分かる． 
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 29.30
exc

FFF  

 30.3
cex

FF   

 31.3, EFEF
cex

 qq  

静電気力のなす仕事（3.26）の符号では静電気力とは逆向きに質点が移動することを示した．エネルギー原理

（3.19）の左辺の計算では質点の速度は位置 a および位置 b では零であるものと仮定した．（3.29）では質点に作

用している力（3.16）は零になった．質点に作用している力（3.29）が質点に作用しているすべての力の合力で

あるならば，ニュートン力学では慣性の法則のためにその質点は静止し続ける必要がある．しかし，仕事（3.26）

および仕事（3.27）では質点は移動していることを示した．この計算結果を分析すると，その質点には他の力が

作用しておりその他の力は外力（3.30）の向きになるものと考えることができる．この考えにおいては，質点は

位置 b で静止していても位置 a まで静電気力に抗して移動できることがニュートン力学で説明できる．そして，

質点が位置 a で静止するためには位置 a に在る質点にニュートン力学で静止するように外力を考えることができ

る．ただし，ここでは時刻を独立変数とする関数として外力を考えている．そして，（3.16）での始点における質

点の速さは外力が作用したときの時刻にその外力による加速度が生じたためにその加速度による速さになるもの

と考える． 

この計算を記述するとエネルギー原理（3.19）は（3.32）に記述できる．（3.32）の右辺の符号は負であることは

明らかである．（3.32）ではそれぞれの力を位置の変数で記述している． 

 32.30
2

1
d)(d)(

2
  b

a

b

a

b
mvssFssF

exc
 

（3.32）の左辺の保存力のなす仕事を（3.33）のように右辺に記述する．（3.33）の右辺の第一項には保存力に抗

する力のなす仕事――（3.33）の括弧の中の積分の記述のこと．――が記述されているものと解釈できる．（3.33）

の左辺の符号は正であることは明らかである．ただし，（3.33）の符号を判断する際には，（3.26）および（3.27）

の符号を仮定する． 

 33.3d))((d)(,0
2

1
d)(d)(

2





  

a

b

a

b
b

a

b

a

b
mv ssFssFssFssF

cccex
 

（3.33）の右辺の第一項はポテンシャルエネルギーの変化量として（3.34）のように記述できる．そして，（3.34）

の右辺は（3.35）に記述できることは明らかである．（3.34）ではポテンシャルエネルギーの増加量は運動エネル

ギーの減尐量よりも大きいことを意味する．そして，そのポテンシャルエネルギーの増加量は始点での質点の速

さの運動エネルギーよりも大きいことを（3.35）では記述している． 

 34.30
2

1
d)(

2
 b

a

b
mvUssF

ex
 

 35.30
2

1 2


b
mvU  

著者の判断では，一般に２００７年現在の物理学は静電場をニュートンの３つの運動法則が成立するものとして

扱う．アインシュタインの特殊相対性理論では，電磁場においては一般には作用反作用の法則が成立するのは或

る条件を満足する場合に限ることを説明している専門書もある．そのような議論では，一般には情報が不えられ

る速さは，有限値に限定して考察する．このような情報の速さをニュートンの 3 つの運動法則では無限大にまで

理論上は許すことになる．アインシュタインの特殊相対性理論およびニュートンの３つの運動法則で情報の伝搬

の速さが異なることは特徴となる箇所である．ただし，電磁波の電磁場は動的な電場および磁場で説明できるも

のとする．電磁場については本書の Option で簡単な場合の説明を不えた． 
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（3.2）の静電場内の位置 a に（2.1）の点電荷がある場合を考える．この点電荷を静電場内の位置 a から位置

b まで移動させる．ただし，質点に作用するすべての外力は無いものとする． 

このために（3.36）から（3.37）を記述できる．（3.37）の保存力はクーロン力である．この保存力のなす仕事は

（3.38）で記述できる．この場合はエネルギー原理から（3.39）を記述できる．（3.39）の左辺は運動エネルギー

の変化量である．一方，クーロン力に定義する静電気的ポテンシャルエネルギーの変化量を（3.40）で記述でき

る．運動エネルギーの変化量（3.39）および静電気的ポテンシャルエネルギーの変化量（3.40）から（3.41）が

記述できる．（3.41）から（3.42）を記述できる．（3.42）の右辺は力学的エネルギー――この場合では静電気的

ポテンシャルエネルギーと運動エネルギーの和――の変化量は零であることを示す． 

 36.30
ex

F  

 37.3
cexc

FFFF   

   38.3dd  
b

a

b

a
sFsFF

cexc
 

 39.3d  
b

a
K sF

c
 

 40.3d  
b

a
U sF

c
 

 41.3UK   

 42.30 KU  

最初に，（3.42）の場合には（3.38）の右辺の内積は（3.43）の右辺の符号を示すものと仮定する．この静電場

内の点電荷はクーロン力のみが作用して，そのクーロン力の向きに移動するものと考えることができる．（3.43）

の右辺の符号は質点の移動方向とクーロン力の向きが同じ方向であることを示す．ただし，（3.43）での右辺の各

ベクトルの大きさは（3.24）および（3.25）を満足する． 

（3.38）および（3.43）から保存力のなす仕事（3.44）を満足することは明らかである．静電気的ポテンシャル

エネルギーの変化量（3.40）および仕事（3.44）から（3.45）を満足する．（3.41）および静電気的ポテンシャル

エネルギーの減尐（3.45）から運動エネルギーの増加（3.46）を満足する． 

   43.30cos,0cosdd
ccc

 sfsF
c

 

 44.30d 
b

a
sF

c
 

 45.30d  
b

a
U sF

c
 

 46.30 UK  

（3.45）では静電気的ポテンシャルエネルギーの変化量の符号は負である．このことは，静電気的ポテンシャル

エネルギーは減尐していることを示す．（3.46）では運動エネルギーの変化量の符号は正である．このことは，運

動エネルギーは増加していることを示す．（3.42）の右辺から，これらの静電気的ポテンシャルエネルギーと運動

エネルギーの増減量の総和は零――定数である．――であることは明らかである． 

次に，（3.42）の場合には（3.38）の右辺の内積は（3.47）の右辺の符号を示すものと仮定する．この静電場内

の点電荷はクーロン力のみが作用して，そのクーロン力の向きとは逆向きに移動するものと考えることができる．

（3.47）の右辺の符号は質点の移動方向とクーロン力の向きが逆向きであることを示す．ただし，（3.47）での右
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辺の各ベクトルの大きさは（3.24）および（3.25）を満足する．理論上は，（3.42）の質点に（3.48）を満足する

ように速度を仮定する． 

（3.38）および（3.47）から保存力のなす仕事（3.48）を満足することは明らかである．静電気的ポテンシャル

エネルギーの変化量（3.40）および仕事（3.48）から（3.49）を満足する．（3.41）および静電気的ポテンシャル

エネルギーの増加（3.49）から運動エネルギーの減尐（3.50）を満足する． 

   47.30cos,0cosdd
ccc

 sfsF
c

 

 48.30d 
b

a
sF

c
 

 49.30d  
b

a
U sF

c
 

 50.30 UK  

（3.49）では静電気的ポテンシャルエネルギーの変化量の符号は正である．このことは，静電気的ポテンシャル

エネルギーは増加していることを示す．（3.50）では運動エネルギーの変化量の符号は負である．このことは，運

動エネルギーは減尐していることを示す．（3.42）の右辺から，これらの静電気的ポテンシャルエネルギーと運動

エネルギーの増減量の総和は零――定数である．――であることは明らかである． 

4. 系を構成している点電荷の各相互作用で生じる静電気的ポテンシャルエネルギー 

（4.1）は 2つの点電荷に互いに作用するクーロン力の式である．ひとつの点電荷に基づく静電場を考える．（4.2）

は無限遠から点電荷を移動させて図 4.1 のような相対的位置を不える場合に（4.1）のなす仕事である．（4.2）は

（4.3）で記述できる．（4.3）を計算すると（4.4）が，図 4.1 での点電荷の持つ静電気的ポテンシャルエネルギー

である． 

 1.4
4

1
2

21

0

1


r

qq

πε
F   

 2.4d
r1 

 
 sF1W  

 3.4d
4

1

r1 2

21

0

 
 r

r

qq

πε
W  

 4.4
4

1

12

21

0

2


r

qq

πε
U   

 

図 4.1 の 2 つの点電荷に基づく静電場に図 4.2 のように電気量（4.5）の点電荷を無限遠から移動させる場合の

静電気的ポテンシャルエネルギーを計算する．各点電荷――これらの点電荷に基づいて静電場が生じている．―

―と，この新たに置いた電気量（4.5）の点電荷に互いに作用しているクーロン力は（4.6）および（4.7）である．

（4.6）および（4.7）のクーロン力をベクトルで記述したベクトル和を（4.8）とする． 

図 4.1 2 つの点電荷の静電気的ポテンシャルエネルギーの説明 

点電荷の中心間の距離 

 r12 

電気量:q2 

電気量:q1 
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 5.43q  

 6.4
4

1
2

31

0

13


r

qq

πε
F   

 7.4
4

1
2

32

0

23


r

qq

πε
F   

 8.423133 FFF   

（4.8）のなす仕事を（4.9）で記述する．（4.9）は（4.10）のように項別に積分することができる．（4.10）の

第一項の積分は（4.11）で記述できる．（4.10）の第二項の積分は（4.12）で記述できる．（4.11）および（4.12）

を使用して（4.9）は（4.13）に記述できる．（4.13）を使用すると（4.5）の点電荷が持つ静電気的ポテンシャル

エネルギーは（4.14）で記述できる．本書の第１回で定義したポテンシャルエネルギーの変化量と仕事の関係式

（3.4）――第１回での番号である．――から（4.14）を導出できる． 

   9.4dd
r3 r3 

 
 sFFsF 23133W  

 10.4dd
r3 r3 

 
 sFsF 2313W  

 11.4d
4

1
d

13 

2

31

0
r3 

 


r

r
r

qq

πε
sF13  

 12.4d
4

1
d

23 

2

32

0
r3 

 


r

r
r

qq

πε
sF23  

 13.4d
4

1
d

4

1 2313  

2

32

0

 

2

31

0

 


rr

r
r

qq

πε
r

r

qq

πε
W  

 14.4
4

1

4

1

23

32

013

31

0

3


r

qq

πεr

qq

πε
U   

 

系を構成している 3 つの点電荷の各相互作用で生じる静電気的ポテンシャルエネルギーの総和は（4.15）で記

述できる．（4.4）および（4.14）を使用して（4.15）を（4.16）に記述できる． 

 15.432123 UUU   

 16.4
4

1

4

1

4

1

23

32

013

31

012

21

0

123


r

qq

πεr

qq

πεr

qq

πε
U   

上述の（4.16）のように系を構成している n 個の点電荷の各相互作用で生じる静電気的ポテンシャルエネルギ

ーの総和を計算する．n-1 個の点電荷に基づく静電場にひとつの点電荷を無限遠から移動させてくる場合は

（4.17）でそのひとつの点電荷の静電気的ポテンシャルエネルギーを記述できる．この新たに移動させた点電荷

図 4.2 2 つ点電荷に基づく静電場に 1 つの点電荷を置く場合の静電気的ポテンシャルエネルギーの説明 

点電荷の中心間の距離 

 r12 

点電荷の中心間の距離：r23 

 

点電荷の中心間の距離：r13 

電気量:q3 

電気量:q2 

電気量:q1 
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を n-1 個の点電荷に加えると，n 個の点電荷が存在することになる．この系を構成している n 個の点電荷の各相

互作用で生じる静電気的ポテンシャルエネルギーの総和は（4.18）で記述できる． 

ただし，（4.19）を満足する．（4.17）および（4.18）の電気量と各点電荷間の距離の記号の意味は図 4.3 のよう

になる．電気量
i

q の点電荷と他の点電荷との相互作用である静電気的ポテンシャルエネルギー（4.17）は次のよ

うになる．‘電気量
i

q の点電荷と他の各点電荷の中心間の距離（4.19）’および‘電気量
i

q と他の各点電荷の電気

量’で決定する各相互作用の総和が（4.17）である． 

 

 17.4
4

11

1 0







i

j ij

ji

i
r

qq

πε
U  

 18.4
4

1

2

1

1 02









n

i

i

j ij

ji
n

i

i
r

qq

πε
UU  

 19.4jiij rr   

（4.17）は（4.20）で記述できる．（4.20）を使用して（4.18）を（4.21）で記述できる．（4.18）と（4.21）

は数学的に等価である．（4.18）と（4.21）の異なる解釈を次回――本書の第３回――で説明する． 

 20.4
4

11

1 0







i

j ij

j

ii
r

q

πε
qU  

 21.4
4

1
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1

1 02

 




















n

i

i

j ij

j

i

n

i

i
r

q

πε
qUU  

2 つ以上の点電荷で構成する系の各点電荷に基づく静電場は（4.22）で記述できる．（4.22）の静電場に点電荷

を無限遠から移動させてくるのに，その静電場のクーロン力のなす仕事は（4.23）で記述できる．各点電荷に基

づく静電場内で，ある点電荷に作用するクーロン力のなす仕事は（4.24）で記述できる．本書の第１回で説明し

たポテンシャルエネルギーの変化量と仕事の関係式を使用すると（4.25）を記述できる．（4.25）の左辺を（4.26）

で定義する．（4.24）および（4.26）を使用して（4.25）を（4.27）で記述する．（4.27）は（4.28）に記述でき

る．（4.24）を使用すると（4.28）は（4.29）に記述できる．系の静電気的ポテンシャルエネルギーでは（4.29）

から（4.30）を記述できる.（4.18）および（4.31）を使用すると系の静電気的ポテンシャルエネルギー（4.30）

は（4.32）に記述できる． 

 22.4
4
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
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r

q

πε
E   

   23.4d 
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ijr

jiij qW sE  
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
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i
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j
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r

ji
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iji
r

q
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qqWW

ij

sE  

 25.4ii WU   

点電荷の中心間の距離 

 rij 

電気量:qj 電気量:qi 

図 4.3 電気量と各点電荷間の距離の記号の説明 
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 26.40 ii UU  

 27.40
1

1







i

j

iji WU  

 28.4
1

1







i

j

iji WU  

 29.4ii WU   

   30.4
22





n

i

i

n

i

i WU  

 31.4
2





n

i

iWW  

 32.4WU   

本書の第１回の付録ⅱで説明した系のエネルギー保存則を簡略に使用して 2 つ以上の点電荷で構成している系

のエネルギーを考える．系のエネルギー保存則（4.33）が n 個の点電荷が構成する系に成立するものと仮定する．

（4.33）の左辺の第三項は内部エネルギーの変化量を意味する．（4.34）を仮定する．さらに，各点電荷に作用し

ていた外力を零にして外力のなす仕事（4.35）を仮定する．内部エネルギーの変化量（4.34）および外力のなす

仕事（4.35）を使用すると系のエネルギー保存則（4.33）は（4.36）で記述できる． 

 33.4externalinternal WEKU  系のエネルギー保存則 

 34.40internal E  

 35.40external W  

 36.40 KU  

各点電荷がすべて同符号の場合を考える．（4.32）を使用して（4.37）を仮定すると（4.38）を（4.39）に記述

できる．（4.39）では無限遠から点電荷を移動させてくるときにクーロン力のなした仕事の総和（4.31）は，点電

荷が互いに反発したときの運動エネルギーの変化量に等しいことを示している． 

 37.40 WUU   

 38.4UK   

 39.4WK   

5. あとがき 

次回――第３回――では静電気的ポテンシャルエネルギーを使用して電位の定義について説明する．また，静

電場を使用して電位を計算する方法について説明する．電位の場合で（4.17）と（4.20）の解釈の異なる点を説

明する．さらに，（4.18）および（4.21）の解釈についても電位の場合で考える． 

１９９０年代の日本の物理学指導での静電気的ポテンシャルエネルギーについては，本書の第２回のような説

明では著者の記憶はない．しかし，本書の第 3 回で電位の定義には静電気的ポテンシャルエネルギーを使用する

ために，第 2 回で静電気的ポテンシャルエネルギーについて説明した． 

静電気的ポテンシャルエネルギーが丌連続な値をとる場合を付録ⅴのボーア理論１で説明をしている．付録ⅴ

のボーア理論１では運動エネルギーおよび静電気的ポテンシャルエネルギーの和が丌連続な値をとる場合を説明

している．まえがきでも説明したようにボーア理論については，本書の第 2 回，第 3 回および第４回の付録で説

明をする．第 2 回および第 3 回の付録ではボーア理論を説明する．第 4 回では，第 2 回および第 3 回で説明した

水素原子モデルよりも実際の水素原子に近いものと考えられている水素原子モデルを考察する．ボーア理論で使

用する知識の一部は，本書の第 1 回の付録で説明したアインシュタインの光量子の仮定についてである．一般的
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な日本の大学の電気・電子・光学系の科目では，エネルギーが丌連続な値をとることは量子論あるいは量子力学

でも使用することもある知識である． 

本書では第２回から Option まで静電気的ポテンシャルエネルギーを使用する．電位の定義のみではなく，本

書の計算にはたびたび静電気力および静電気的ポテンシャルエネルギーを必要としている．第３回および第４回

では電位および電位差の定義に静電気的ポテンシャルエネルギーを使用する．第５回では電位および電位差の微

分を記述するのに静電気的ポテンシャルエネルギーの微分を使用する．Option では電位および電位差の定義に対

する著者の意見を論じる際に静電気的ポテンシャルエネルギーを使用する． 

付録 

i. 電気素量（elementary charge） 

電気量が連続した値をとるのではなく整数倍で離散的な――電気量が丌連続な値になる．量子化とも言う．―

―値になることが報告されている．電気量は（a.1.1）のように離散的に測定できたことの報告がある．（a.1.1）

では（a.1.2）を満足する．（a.1.2）を電気素量と呼ぶ．電子の場合は（a.1.1）で n=-1 となり，陽子の場合は（a.1.1）

で n=1 となる報告がある．中性子の場合は（a.1.1）で n=0 となる報告がある．電気素量（a.1.2）は文献５の CODATA

のものを使用した． 

   a.1.1,3,2,1,0, C  nenq  

 a.1.2C 10487 176 602.1 19 e  

しかし，１９６４年にクォーク（quark）模型と呼ばれるものが提唱された．このクォーク模型では，クォー

クと呼ばれる基本粒子を使用している．このクォークを使用すると陽子および中性子の電気量は次のように計算

できる．クォークは（a.1.3）あるいは（a.1.4）の電気量をもつものがある．これらの（a.1.3）および（a.1.4）の

クォークを使用して陽子と中性子の電気量は，それぞれ（a.1.5）および（a.1.6）になることが報告されている．

（a.1.5）および（a.1.6）のように陽子あるいは中性子はクォークで構成できることを，素粒子物理学では説明し

ている． 

 a.1.3C 
3

2
e  

 a.1.4C 
3

1
e  

 a.1.5C 
3

1
1

3

2
2: eee 

















陽子  

 a.1.6C 0
3

1
2

3

2
1: 

















 ee中性子  

（a.1.1），（a.1.3）および（a.1.4）でも，電気量は量子化している．日本では一般的に，クォーク模型は素粒子

物理学の分野の研究になる． 

ii. 国際単位系での真空中の誘電率と真空中の光の速さ 3)，4)，5)，20) 

SI では７つの基本量を定義した．SI で定義した基本量を使用して，組立量と呼ばれる量を定義する．基本量の

単位を基本単位と呼ぶ．組立量の単位は組立単位と呼ぶ．SI で定義した７つの基本量の中には，長さおよび電流

が有る．長さの基本単位は m である．電流の基本単位は A である． 

長さおよびその基本単位を定義する際に，SI での真空中の光の速さを（2.11）で定義している．電流およびそ

の基本単位を定義する際に，SI での真空中の透磁率を（a.2.1）で定義している． 
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 2.11
s

m
 458 792 299 c SI でメートルの定義を不える際に，真空中の光の速さ（2.11）の値に定義した． 

 a.2.1104 7

0
   SI でアンペアの定義を不える際に，真空中の透磁率（a.2.1）の値に定義した． 

真空中の誘電率（2.10）は真空中の光の速さ（2.11）および真空中の透磁率（a.2.1）を使用して，（2.10）のよう

に値を求めることができる．文献５の CODATA の値を使用して真空中の誘電率（2.10）の右辺の値を不えた． 

 10.2mNC 10817 187 854.8
 4

10 2-1-212

2

7

0  ≒
cπ

ε  

（2.10）の右辺の値よりも正確な真空中の誘電率の値は（a.2.2）で不える．真空中の光の速さ（2.11）および

真空中の透磁率（a.2.1）を使用して，真空中の誘電率（a.2.2）を（a.2.3）で記述できる． 

 a.2.2
 4

10
2

7

0


cπ
ε  真空中の光の速さ（2.11）および真空中の透磁率（a.2.1）で導出した真空中の誘電率 

 a.2.3
1

2

0

0


c
ε





 

電磁気学では電場と磁場を主に扱う．本書では第 5 回で電場および磁場について説明をしている．ここでは，

電場および磁場と呼ばれる場が存在することを仮定して，電場および磁場で説明できる電磁場が存在するものと

する．さらに，光は電磁場として空間を伝搬するものとする．そして，電場の波動方程式および磁場の波動方程

式では，電磁場が（a.2.4）の速さで真空中を伝搬するものと解釈されている． 

 a.2.4
1

00


ε

c





マクスウェルの方程式系から導出できる電磁場の波動方程式での真空中の光の速さ 

理論計算で導出できた電磁場が真空中を伝搬する速さ（a.2.4）を真空中の光の速さと呼んでいる．この（a.2.4）

から（a.2.3）を記述できる． 

本書ではマクスウェルの方程式系については第 3 回から説明をする．電磁場の波動方程式の導出については本

書の Option で不えた． 

iii. 誘電率を考慮した計算 

（a.3.1）の左辺は誘電率である．（a.3.1）の右辺は（a.3.2）と真空中の誘電率との積である．（a.3.2）は比誘電

率と呼ばれる．（a.3.3）の場合は（a.3.1）は（a.3.4）になる． 

 a.3.1
0
εεε

r
  

 a.3.2
r

ε  

 a.3.31
r

ε  

 a.3.4
0
εε   

（2.7）に（a.3.1）を使用すると（a.3.5）に記述できる．（a.3.5）では力の大きさと向きが（2.7）とは異なる場合

がある．力の大きさは（a.3.2）によって（2.7）と異なることは明らかである．2 つの点電荷に作用する力の向き

は，誘電率（a.3.1）の符号および各点電荷の電気量の符号によって決定する．２つの点電荷に互いに作用するク

ーロン力で定義する静電気的ポテンシャルエネルギーは（a.3.6）で記述できる．このことは，第２回の 3 章の本

文で明らかである． 

 7.2N 
4

1
2

1

0


r

qq

πε
F  クーロンの法則 

 a.3.5
4

1
2

1 
r

qq

πε
F   
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 a.3.6
4

1
1 

r

qq

πε
U

r
  

（a.3.5）の力の向きを考察する．（a.3.7）の場合は，点電荷の符号のみで力の向きが決定することは（2.7）と

同様である．（a.3.8）の場合は，（2.7）の向きとは逆になることは明らかである．この（a.3.8）の場合は，同じ符

号の２つの点電荷に作用する力は，互いに引き合う力である．また，異符号の２つの点電荷に作用する力は，互

いに反発する力である． 

 a.3.70
r

ε  

 a.3.80
r

ε  

さらに，静電気的ポテンシャルエネルギーの符号は（a.3.8）では（a.3.7）の場合とは逆になる．この場合は，同

符号の点電荷の相互作用で生じる静電気的ポテンシャルエネルギーは負になり，異符号の点電荷の相互作用で生

じる静電気的ポテンシャルエネルギーは正になる． 

iv. 保存力の仕事とポテンシャルエネルギーの関係 

（a.4.1）を使用してポテンシャルエネルギーを計算する．（a.4.1）の右辺は（a.4.2）とする．（a.4.2）の右辺の

保存力は（a.4.3）である．（a.4.1）の左辺を（a.4.4）で記述する．（a.4.2）および（a.4.4）を（a.4.1）に代入する

と（a.4.5）になる．（a.4.5）を（a.4.6）に記述する．（a.4.6）に（a.4.7）を仮定すると（a.4.8）になる．（a.4.7）

はポテンシャルエネルギーの基準点とする． 

 a.4.1abab WU   

 a.4.2d  
b

a
abW sF  

 a.4.3F  

 a.4.4abab UUU   

 a.4.5d  
b

a
ab UU sF  

 a.4.6d a

b

a
b UU   sF  

 a.4.70aU  

 a.4.8d  
b

a
bU sF  

（a.4.9）を使用してポテンシャルエネルギーを計算する．（a.4.9）の右辺は（a.4.10）とする．（a.4.10）の右辺

の保存力は（a.4.3）である．（a.4.9）の左辺を（a.4.11）で記述する．（a.4.10）および（a.4.11）を（a.4.9）に代

入すると（a.4.12）になる．（a.4.12）を（a.4.13）に記述する．（a.413）に（a.4.7）を仮定すると（a.4.14）にな

る． 

 a.4.9baba WU   

 a.4.10d  
a

b
baW sF  

 a.4.11baba UUU   

 a.4.12d  
a

b
ba UU sF  
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 a.4.13d a

a

b
b UU   sF  

 a.4.14d  
b

a
bU sF  

質点の移動の始点および終点はそれぞれ異なることを仮定しているが，（a.4.8）と（a.4.14）は同じ記述である．

この場合は，（a.4.9）は（a.4.1）とは始点と終点を逆にした質点の移動で記述したので（a.4.14）は（a.4.8）とは

物理現象としての意味は異なる．（a.4.8）および（a.4.14）から分かるように始点と終点を逆にした質点の移動で

の――（a.4.2）および（a.4.10）のように記述する．――ポテンシャルエネルギーの式は同じ積分に記述できる．

ただし，ポテンシャルエネルギーの基準点を（a.4.7）で等しくする． 

v. ボーア理論１（Bohr Theory） 

本書の第２回までで，運動エネルギー，ポテンシャルエネルギー，光量子およびクーロンの法則について説明

をした．第 1 回の付録ではプランクが空洞放射でのエネルギーの量子化を提案したことを説明した．そのエネル

ギーの量子化では，エネルギーが０以上の整数倍になる丌連続な値をとることになった．定常状態に有る原子の

或る実験では，束縛エネルギー――結合エネルギーとも呼ぶこともある．――と呼ばれるエネルギーは丌連続な

値をとることの報告が在る．ここでの束縛エネルギーは，原子の原子核に，その原子内の電子を束縛しているエ

ネルギーとして扱われる．本書のボーア理論では，原子の定常状態では，その原子はイオン化していない．そし

て，その原子が定常状態に有る時間には，その原子からはエネルギーの吸収および放出を一切していない．ただ

し，付録ⅴで使用する水素原子では原子核と扱わないで陽子として扱うこともできる． 

付録ⅴでは，定常状態に有る水素原子内の電子が持つ運動エネルギーと静電気的ポテンシャルエネルギーの和

を古典理論での束縛エネルギーとして扱う．ここでは，有名なボーアの水素原子のモデルを使用して，そのよう

な電子の持つ運動エネルギーと静電気的ポテンシャルエネルギーの和が丌連続な値を示すことを考察する．関数

の丌連続となる数については本書の第５回の付録で説明をしている． 

ボーアの水素原子モデルは，一般には前期量子論とよばれる分野に属するものとして扱われる．物理学では，

前期量子論での研究から量子力学での研究へと結び付けて考えていく．ボーアの水素原子のモデルでの計算結果

の一部は前期量子論での実験の結果と一致していることが報告されている．さらに，ボーアの水素原子のモデル

は量子力学での理論に一致する部分も有る．ボーア理論でのモデルを使用して，どのようにモデルを使用して必

要な事柄を知ることができるのかを，考える．本書ではボーア理論は第 2 回，第 3 回および第 4 回の付録で扱う．

第 2 回ではボーア理論の束縛エネルギーおよび水素原子内の電子と原子核との間の距離を導出するところまでと

する．第 3 回では，第 2 回で論じた部分を使用して，第 2 回のボーア理論とは異なるボーア理論を説明する．そ

れらのボーア理論で使用したボーアの水素原子モデルで計算できる角運動量を考察する．そして，その角運動量

を仮定に格付けて第 2 回のボーア理論とは別の解釈のボーア理論の計算を示す．第 2 回および第 3 回で説明した

ボーア理論の計算についての解釈を，第 3 回ではボーアの水素原子モデルが実験値および量子力学の結果に対し

てどのように一致しているかを考察する．第 4 回では，第 2 回および第 3 回で使用したボーアの水素原子モデル

よりも実際の水素原子に近いと考えられている水素原子モデルについて考察する．その考察では，第１回の系の

エネルギーの保存則および第 2 回～第 3 回で説明したボーア理論を応用して，定常状態の束縛エネルギー，リュ

ードベリ定数および角運動量などについての計算をする． 

著者の構築した循環系の回路モデルでの物理学およびヒトの心臓血管系との一致については文献１１～文献１

５に説明してある．著者の循環系の回路モデルでは，心臓血管系を回路モデルとして表現する．その回路モデル

に電気の回路論を応用して，循環系の回路方程式を導出する．その循環系の回路モデルの物理的モデルである回
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路および数学的モデルである方程式をヒトの心臓血管系の報告と比較して研究することがたびたびある．ボーア

理論では，ボーアの理論で得ることができる水素原子モデルでの値および運動などを実際の観測で事実と考えら

れている事柄と比較して検討する．ボーア理論では古典力学，電磁気学および前期量子論での知識を使用する．

文献１１および文献１２では，物理学の知識では電気の回路論および力学の知識を主に使用している．電気の回

路論の詳細は，日本国内の大学で使用されている一般のものとは異なる箇所がある．それらの箇所は本書で説明

を試みている．文献１１で使用した物理学の知識では，古典理論での流体力学を考慮した箇所で，一般的な大学

課程の工学科の物理学にも紹介される知識を使用した．ただし，文献１１は論文であるので，研究過程のものを

論じている． 

 

水素原子のスペクトルの実験から（a.5.1）の計算式が発見された．式（a.5.1）では（a.5.2）および（a.5.3）を

仮定する．（a.5.2）および（a.5.3）の各数は正の整数である．（a.5.1）の右辺には水素原子のリュードベリ定数と

呼ばれる（a.5.4）を記述してある． 

 a.5.1
111

22










nm
R

H

L


 

 a.5.2,,2,1  mmn  

 a.5.3,,2,1 m  

 a.5.4m -1
H

R  

（a.5.1）の左辺の分母は水素原子から放たれた光の波長として扱われる．式（a.5.1）の右辺は，丌連続な値を不

えることは明らかである．このことから，（a.5.1）の左辺の分母に記述した光の波長も丌連続な値として不えられ

ることが考察できる． 

実験式（a.5.1）を（a.5.5）に書き直す．さらに，（a.5.5）を（a.5.6）に書き直し波長（a.5.6）を記述できる．（a.5.6）

の m を定数として， n を変数として波長（a.5.6）の極限値を（a.5.7）のように計算できる． 

 a.5.5
1

22

22















nm

mn
R

H

L


 

 a.5.6
1

22

22


















nm

mn
R

H

L
 水素原子から放たれた光の波長 

 a.5.7
1

1

1

1
limlim

2

2

2

2

2


H

H

H

n
p

n R

m

m
R

m

n

m

R








































 series limit 

（a.5.6）および（a.5.7）を使用して，光の波長および電磁スペクトル領域についての名前を表 a.5.1 に整理し

た．表 a.5.1 を計算する際には（a.5.8）を水素原子のリュードベリ定数として使用した．CODATA で発表してい

るリュードベリ定数（a.5.9）を使用して，水素原子のリュードベリ定数（a.5.8）は理論式から算出した．水素原

子のリュードベリ定数（a.5.8）の理論式は本書の第４回に説明する． 

 a.5.8m 34.75896710 -1　　HR  

 a.5.9m 527 568.731 973 10 -1R  

水素原子のスペクトル線には系列で整理した名前が付けられている．表 a.5.1 の一番左の列には，その系列名を示

した．表 a.5.1 の左から 2 番目の列には（a.5.3）の整数の１から５を表示している．表 a.5.1 の左から３番目の列
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には（a.5.2）の整数および（a.5.7）の計算で使用した∞を表示した．表 a.5.1 の左から４番目の列には，左から 2

番目及び 3 番目の列に表示してある（a.5.2）および（a.5.3）の値を使用して，（a.5.6）から算出した水素原子の

スペクトルの波長を各系列の上段の波長の欄に表示した．表 a.5.1 の左から４番目の波長の各系列になる行に在る

波長の下段の欄には，左から 2 番目の列に表示してある（a.5.3）の値および（a.5.7）を使用して算出した波長を

表示した．表 a.5.1 の左から４番目の波長の値を使用して，表 a.5.1 の一番右の列には電磁スペクトル領域の名前

を示した．著者の経験では，ここで使用した電磁スペクトル領域は，日本での電磁波の波長領域と呼ばれるもの

になる．ただし，電磁スペクトル領域での可視光線と紫外線の境界線に当たる波長は，著者の知る上では２００

８年現在の値は２００８年現在から２０年以上も昔の資料とでは異なる値になっていることもある．このことで

は，読者の注意を要するものとする． 

 

 

水素原子から放たれる光の丌連続な波長を示す式（a.5.1）を使用してボーア理論と呼ばれる水素原子の構造に

ついての計算ができる．本書の第 2 回の付録ⅴで説明するボーア理論の計算では，つぎのような４つの仮定をす

る． 

仮定Ⅰ：定常状態に有る水素原子では，古典理論に従い，電子は原子核を中心とする等速円運動を続ける． 

本書の第 2 回の付録ⅴで説明するボーア理論では，定常状態に有る水素原子内の原子核の周りで，その水素原子

内の電子は図 a.5.1 のような等速円運動をする．古典理論の電磁気学では原子核の周りを回転する電子はエネルギ

ーを連続的に放出してしまう．そして，その電子は螺旋状の軌道を描きながら原子核に向かってしまうものと説

明されている．その結果として，その電子は原子核に衝突してしまい，水素原子の大きさが原子核のように小さ

くなってしまうものと考えられている．そのように水素原子から電磁波が放射されることで表示できる連続的な

電磁スペクトルや，水素原子の大きさが原子核のように小さくなってしまうことは，日常的に我々が考えている

水素原子の安定な状態とは一致しないことになる．２００８年現在の著者の資料では，原子核の半径を表示する

のに使用されている記号は fmm 10 15  ――フェルミ（fermi）と呼ぶ．――であり，原子の半径を表示するのに

使用されている記号は Å m 10 10 として報告されている． f10 15  はフェムトと呼ぶ SI での接頭辞である．

Å m 10 10 はオングストロームと呼ぶ非 SI 単位である．上述の古典理論の電磁気学での計算では水素原子内の電

子から電磁波が放射されて連続的な電磁スペクトルとなるエネルギーを放出するものと説明されている．このよ

うな連続的な電磁スペクトルとなるエネルギーを放出することは（a.5.1）からは否定されるものと考えられる．

このために，仮定Ⅱを不えて定常状態の水素原子から光が放たれないようにモデルを構築する．また，仮定Ⅰが

成立するためには，電子が持つ力学的エネルギーの増減が生じないようにする必要がある．このためにも仮定Ⅱ

水素原子のリュードベリ定数には， -1m 34.75896710 　　HR を使

用 し た ． こ こ で 使 用 し た 水 素 原 子 の リ ュ ー ド ベ リ 定 数 は

CODATA で発表している -1m 527568.73197310 　　　R を使用

して第４回で説明する理論計算から導出したものである． 

表 a.5.1 水素原子のスペクトル線の系列 
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をモデルに加えることになる．もし，その電子の力学的エネルギーが増減してしまうと図 a.5.1 のような等速円運

動の半径が変わってしまうことになり，等速円運動が続かなくなってしまうことが古典物理学の計算から説明で

きる．この説明については，この付録ⅴの中の後で説明する．電磁波については，本書の Option で簡単な説明

を不えた． 

 

仮定Ⅱ：定常状態に有る水素原子では，エネルギーを吸収あるいは放出しないで，原子核に電子を縛り付けて

いるエネルギー――束縛エネルギーのこと．――は定数である． 

仮定Ⅱを図 a.5.1 で使用すると，定常状態に有る水素原子では，原子核の周りを等速円運動する電子はエネルギー

を吸収あるいは放出しないで，その等速円運動を続けることができるものと考える．図 a.5.1 のような或る等速円

運動をする軌道に在る電子は束縛エネルギー（a.5.10）を定数として持つものと考える． 

 a.5.10
m

E  

エネルギーを放出しないことから，定常状態の水素原子は光を放たないものと説明をすることができる．そして，

ここでの束縛エネルギーは，その電子の持つ運動エネルギーと静電気的ポテンシャルエネルギーの和で古典理論

から不えるものである．その束縛エネルギーは定数であるので，その電子の等速円運動の半径は変わらないもの

と古典力学から説明できる．このことは，後に式で説明をする． 

仮定Ⅲ：電子が別の定常状態の軌道に移るときには周波数
mLqn 

 （a.5.11）のひとつの光量子が持つエネルギー

を吸収あるいは放出する． 

仮定Ⅲを図 a.5.1 で使用すると，図 a.5.1 の或る軌道に在る電子がエネルギー（a.5.10）を持つものと仮定する．

そして，図 a.5.1 のような等速円運動の別の軌道に在る場合の，その電子の持つ束縛エネルギーを（a.5.12）に仮

定する．ここでは，（a.5.10）および（a.5.12）の束縛エネルギーは（a.5.13）の関係になるものとする． 

   a.5.11,
 


mn

mn

mLqn
EE

h

EE



  

 a.5.12
n

E  

 a.5.13
mn

EE   

束縛エネルギー（a.5.10）になる軌道に在る電子は，光量子のエネルギー（a.5.14）を吸収して束縛エネルギー

（a.5.12）になる軌道に移るものと考える．逆に，束縛エネルギー（a.5.12）になる軌道に在る電子は，光量子の

エネルギー（a.5.14）を放出して束縛エネルギー（a.5.10）になる軌道に移るものと考える． 

 a.5.14 mLqnh   

原子核 

電子 半径 r 

速度 v  

電子の質量
e

m  

電子の軌道として仮定した円：原子核の位置を中心とした半径 r の円 

図a.5.1 ボーアの水素原子モデルの説明図 
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光量子については本書の第 1 回の付録で説明をしている．その付録でも説明したように，コンプトン効果が認

められた後には光量子としての考えから粒子として扱うことができる光子として考えられるようになったことが

報告されている．しかし，そのような報告ではコンプトン効果はボーア理論が発表された後に発見されたことに

なる．このために，この付録ⅴでは光子とは呼ばずに光量子として扱うことにした．この後に示す計算では，光

量子として扱うだけで済み，粒子としての光子として扱う計算をしていないものと解釈できる． 

仮定Ⅳ：対応原理（correspondence principle）を仮定する．対応原理とは次のようなものである． 

「量子論の量子数がとても大きくなる限界では，量子論は古典理論に一致するものと考えることができる．」 

対応原理では，量子数が大きくなるにつれて，量子論の予言は古典理論の予言に近づくものと解釈される．対応

原理は上述のように客観性が低い表現であり，著者の経験ではその扱い方には注意を要する． 

 

本書の第 2 回の付録ⅴで説明するボーア理論の計算では，仮定Ⅰ～仮定Ⅲでボーアの水素原子モデルを記述し

ている．そして，第 2 回の付録ⅴでは仮定Ⅳを使用して，リュードベリ定数（a.5.4）の近似値を導出する． 

 a.5.4m -1
H

R  

上述の 4 つの仮定――仮定Ⅰ～仮定Ⅳのこと．――を使用してボーア理論の計算を行う．ここでは，まず原子

核の電気量が（a.5.15）であるものとして計算をする．（a.5.15）では，電気素量（a.1.2）および原子番号（a.5.16）

を使用している．その水素原子の電子の電気量は e であるものとする．計算の途中では，水素原子の原子番号

（a.5.17）を代入する箇所もある． 

 a.5.15eZ   

 a.1.2C 10487176602.1 19  　　e 電気素量 

 a.5.16Z 原子番号 

 a.5.171Z 水素原子の原子番号 

（a.5.1）および仮定Ⅲを使用して束縛エネルギー（a.5.18）および束縛エネルギー（a.5.19）を導出する．束縛

エネルギー（a.5.18）の左辺は，（a.5.10）である．束縛エネルギー（a.5.19）の左辺は，（a.5.12）である．束縛

エネルギー（a.5.18）は（a.5.3）で決定する．同様に，束縛エネルギー（a.5.19）は（a.5.2）で決定する．このよ

うにエネルギーを量子化――ここでは，丌連続な値として束縛エネルギーを決定する．――することを決定する

正の整数（a.5.2）および正の整数（a.5.3）を，ここからは，量子数と呼ぶことにする． 

 a.5.18
2


m

Rch
E H

m


 束縛エネルギー――あるいは結合エネルギー―― 

 a.5.19
2


n

Rch
E H

n


 束縛エネルギー――あるいは結合エネルギー―― 

mLn  は水素原子内の電子が吸収あるいは放出する光量子の光の――仮定Ⅲを使用した――波長であるものと

する．ここで，水素原子内の電子が吸収あるいは放出した光が真空中を伝搬したものとすると（a.5.20）を記述

できる．（a.5.20）では，光を波として計算している．その波の計算に，（a.5.1）を使用すると，（a.5.20）の右辺

を記述できる．（a.5.20）には真空中の光の速さ（2.11）を記述した．その光の波の周波数は（a.5.20）で記述で

きる．（a.5.20）の左辺の水素原子が放った光の周波数を使用すると，仮定Ⅲの（a.5.11）は（a.5.21）に書き直す

ことができる．（a.5.21）の左辺はひとつの光量子が持つエネルギーである． 

 a.5.20
11

22
 

m 









nm
Rc

c
H

mLn

Ln


  
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 2.11
s

m
 458 792 299 c 真空中の光の速さ 

   a.5.21, mnmnmLn EEEEh   

（a.5.21）の左辺に（a.5.20）を使用して，（a.5.22）で記述できる．（a.5.21）の左辺は（a.5.22）の左辺に等しい

ので，（a.5.23）になる．（a.5.23）の右辺の添え字の記号 n および m について整理すると，（a.5.24）を記述できる．

（a.5.24）の両辺の記号での対応関係から図 a.5.1 のような或る軌道に在る電子が持つ運動エネルギーと静電気的

ポテンシャルエネルギーの和としてのエネルギー（a.5.18）および（a.5.19）を仮定する．（a.5.18）および（a.5.19）

の記述から明らかなように，ボーアの水素原子モデルでは，図 a.5.1 のような電子が等速円運動で描く或る軌道は

量子数（a.5.2）および量子数（a.5.3）に対応して決定する．（a.5.18）および（a.5.19）は前期量子論の枠内に有

るアインシュタインの光量子の仮定を使用したものと解釈できる仮定Ⅲと（a.5.1）を使用して導出できたもので

ある． 

 a.5.22
11

22 









nm
Rchh HmLn  

 a.5.23
11

22










nm
RchEE

Hmn
 

 a.5.24
22








 








 


m

Rch

n

Rch
EE HH

mn  

（a.5.20）を（a.5.25）に整理する．ここでは，図 a.5.1 のような電子の等速円運動で描く軌道を２つ指定する

ことになる．ひとつは，量子数（a.5.3）の任意のひとつの整数に対応する軌道とする．もうひとつの軌道は量子

数（a.5.26）で決定する軌道である． 

 a.5.25
11

22 









nm
Rc HmLn  

 a.5.261 mn 量子数 

量子数（a.5.26）を（a.5.25）に代入すると，（a.5.27）を記述できる．（a.5.27）の右辺は（a.5.28）に書き直すこ

とができる．（a.5.28）を（a.5.29）のように計算することができる．（a.5.29）の右辺は，後で使用する計算のた

めに（a.5.30）のように書き直すと，（a.5.31）のように整理できる． 

 
 a.5.27

1

11
22 1 

















mm
Rc HmLn  

 
 

 a.5.28
1

1
22

22

 1 

















mm

mm
Rc HmLm  

 
 

 a.5.29
1

12
22 1 













mm

m
Rc HmLm  

 
 a.5.30

1

1
2

2
2 1 







































m
m

m

mm

m

Rc HmLm  
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 
   a.5.31,

1

1
2

 12
mLmLmHLm

mm

m
Rc 





































  水素原子が吸収あるいは放出する光量子の光の周波数 

電子の質量を（a.5.32）で不える．電子の質量（a.5.32）は CODATA で発表した数値を使用している．図 a.5.1

のように水素原子内の原子核と電子との距離を（a.5.33）で記述する．その電子の等速円運動の速さを（a.5.34）

で記述する．本書の第 2 回の図 a.5.1 のようなボーアの水素原子モデルでは，電子は真空中を等速円運動してい

るものと仮定する． 

 a.5.32kg 1015382109.9 31  　　em 電子の質量 

 a.5.33m r 水素原子内の原子核と電子間の距離 

 a.5.34
s

m
 v 図 a.5.1 のように原子核の周りを等速円運動している電子の速さ 

真空中の誘電率（a.5.35）および仮定Ⅰを使用して（a.5.36）を記述する．（a.5.36）にはニュートンの運動方程

式を使用している．ニュートンの運動方程式（a.5.36）の左辺は，水素原子内の電子に作用している合力の大き

さである．その合力は，水素原子内の電子と原子核との相互作用で生じているクーロン力であるものと仮定する．

ニュートンの運動方程式（a.5.36）の右辺には，電子の質量（a.5.32）と電子の等速円運動の加速度の大きさを記

述している．ここで記述する運動方程式（a.5.36）では，万有引力の法則は無視するものと仮定する．このよう

に万有引力の法則を無視することで，（a.5.36）には原子核の質量は記述していない．ただし，図 a.5.1 のような

運動では，原子核および電子はクーロンの法則および万有引力の法則での引力で互いを引き合っていても仮定Ⅰ

および仮定Ⅱのために電子は等速円運動を続ける． 

 a.5.35mNC 
 4

10 2-1-2

2

7

0


cπ
ε 真空中の誘電率 

 a.5.36
4

2

2

0


r

v
m

r

eZe
e







ニュートンの運動方程式――ニュートンの運動の第 2 法則―― 

ここで，仮定Ⅰが成立するために，仮定Ⅱを使用する．仮定Ⅱでは，電子はエネルギーを吸収あるいは放出しな

いで，等速円運動をし続けることができる．定常状態の水素原子内で，その電子の運動エネルギーおよび静電気

的ポテンシャルエネルギーでの和を（a.5.37）で記述できる．仮定Ⅱでは，その電子がエネルギーを吸収あるい

は放出しなければエネルギー（a.5.37）が保存されて，（a.5.37）を定数として扱うことができる．ボーアの水素

原子モデルの計算では，エネルギー（a.5.37）を束縛エネルギーとして扱う．その束縛エネルギーが電子を原子

核に束縛しているものとして，ボーア理論では解釈する． 

 a.5.37
42

1

0

2 
r

eZe
vmE

e






電子の持つ運動エネルギーおよび静電気的ポテンシャルエネルギーの和 

（a.5.36）を使用して，（a.5.38）を導出できる．（a.5.38）を使用して，電子の運動エネルギーを記述すると（a.5.39）

になる．電子の運動エネルギー（a.5.39）を束縛エネルギー（a.5.37）の右辺の第 1 項に代入すると（a.5.40）を

記述できる．束縛エネルギー（a.5.40）を（a.5.41）に整理することができる． 

 a.5.38
44

0

2

2

0

2 
ee

mr

Ze

r

eZe

m

r
v










 

 a.5.39
82

1

0

2

2 
r

Ze
vm

e





電子の持つ運動エネルギー 
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 a.5.40
848

0

2

0

2

0

2


r

Ze

r

Ze

r

Ze
E











 

 a.5.41
8

0

2


r

Ze
E





電子の持つ運動エネルギーおよび静電気的ポテンシャルエネルギーの和 

ここで，仮定Ⅰおよび仮定Ⅱで保留にした束縛エネルギーと等速円運動の半径との関係について説明をする．

束縛エネルギー（a.5.41）の右辺は電子の等速円運動の半径の値が異なると，束縛エネルギー（a.5.41）の左辺の

値が異なる．このために，束縛エネルギー（a.5.41）の左辺の値が変化すると，（a.5.41）の右辺に記述してある

電子の等速円運動の半径の値が変わることになる．その電子の等速円運動の半径が変わると，その電子の図 a.5.1

のような等速円運動で描く軌道となる円も変わることになる．このことに付け加えて，このように等速円運動の

軌道が変わる際には，その電子は等速円運動を続けることはできない．このことが，定常状態の水素原子内の電

子に生じることは，仮定Ⅰに反する．このために，仮定Ⅱを使用して，定常状態の水素原子内の電子には束縛エ

ネルギー（a.5.41）の左辺の値は変化しないものとする．これらのことが仮定Ⅰおよび仮定Ⅱで保留にした説明

である． 

仮定Ⅰでは，定常状態の水素原子内の電子は等速円運動をしている．その等速円運動の周波数（a.5.42）と等

速円運動をしている質点の速さとの関係は（a.5.43）で記述できる． 

 a.5.42Hz   

 a.5.432   rv 等速円運動での質点の速さと周波数との関係式 

電子の速さの２乗（a.5.38）と（a.5.43）を使用すると等速円運動の周波数（a.5.44）を記述できる．一方，束縛

エネルギー（a.5.41）を使用して，電子と原子核の間の距離（a.5.33）は（a.5.45）で記述できる．ただし，距離

（a.5.45）の極限値が収束しないで発散する――∞のこと．――ならば，実際の水素原子の大きさには一致しな

いことは明らかである．この場合では，古典理論から導出した束縛エネルギー（a.5.41）は定義区間  r0 と

した関数である．その関数（a.5.41）は実際の水素原子での束縛エネルギーの関数でないことは明らかである． 

 a.5.44
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電子と原子核の間の距離（a.5.45）を等速円運動の周波数（a.5.44）の右辺に代入すると，（a.5.46）を記述できる．

等速円運動の周波数（a.5.46）は（a.5.47）に記述できる．等速円運動の周波数（a.5.47）は（a.5.48）に整理で

きる． 
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 a.5.47
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 a.5.48
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42
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0 
emZ
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e
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
 古典理論の周波数 

次に，仮定Ⅳを使用する．光量子の光の周波数（a.5.31）は前期量子論での実験式になる（a.5.1）を使用して，

仮定Ⅲから導出したものである．一方，ボーア理論の仮定Ⅰおよび仮定Ⅱを前提にして，等速円運動の周波数

（a.5.48）は古典理論を使用して導出したものである．仮定Ⅳでは量子数 m が大きくなるに従って，光量子の光

の周波数（a.5.31）は古典理論での周波数（a.5.48）に近づくことになる． 
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 
   a.5.31,

1

1
2

 12
mLmLmHLm

mm

m
Rc 


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
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
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
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

















  水素原子が吸収あるいは放出する光量子の光の周波数 

次のように，電子の等速円運動の周波数と光の周波数が一致することは古典理論の電磁気学でも導出できる計算

がある．電子から放出される電磁波については，ごく短い針金内に生じる周波数を持つ電流を考える．その振動

電流の周波数は，その振動電流から放射される電磁波の周波数に一致する計算として提出されている．電磁波を

吸収する電子の運動については，理論計算では次のようになる．電子に等速円運動させることができる電磁波を

電子の存在する媒質に入射すると，その電磁波の周波数で電子が等速円運動をする．その電子は電磁波のエネル

ギーを吸収する． 

仮定Ⅳの対応原理を使用して，光量子の光の周波数（a.5.31）および電子の等速円運動の周波数（a.5.48）から

（a.5.49）を仮定する．ただし，（a.5.49）の左辺に記述した量子数（a.5.50）は仮定Ⅳの対応の原理を使用するの

に十分に大きな量子数であるものと仮定する． 

 
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仮定Ⅳの対応の原理を使用 

 a.5.50
Pr
m 仮定Ⅳの対応の原理を使用するのに十分に大きな量子数 

ここで，（a.5.49）を考察する．（a.5.49）の右辺の原子番号に（a.5.17）を代入して，エネルギーに（a.5.18）を

代入する．そして，（a.5.51）の左辺のように周波数としての記号を不える． 

 a.5.171Z 水素原子の原子番号 

 a.5.18
2


m

Rch
E H

m


  

 a.5.51
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
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Rch

em

H

e

eq


  

（a.5.31）および（a.5.51）の右辺に量子数を代入していく．量子数が大きくなるにつれて，（a.5.31）および（a.5.51）

の値は近づいてくることがわかる．このことを表 a.5.2 で示した．ただし，表 a.5.2 では量子数（a.5.50）として

は計算していない． 

 

量子数（a.5.50）を束縛エネルギー（a.5.18）に代入して（a.5.52）を記述できる．仮定Ⅱおよび仮定Ⅲを使用

m  
Lm  eq

  
eq

 － Lm  

100 23544.7667116796 　　　　  62499.9226835796 　　　　  60044.844027100 　　　  

1 000 71623.5665896 　　　  96921.6835796 　　　  75701.8829 　　  

100 000 61782579.6 　　  92683579.6 　　  69098000.0 　　  

1 000 000 79693579006.0 　　　  92683579006.0 　　　  810986.0   

10 000 000 5108490968657.0 　　　  5101392968657.0 　　　  1210986.0   

100 000 000 000 17108209392968657.0 　　　　  17106196392968657.0 　　　　  2710131.0   

表 a.5.2 量子数 m ，周波数 Lm および周波数
eq

 の対応関係を示す計算例 
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して，仮定Ⅳを使用して記述した（a.5.49）に束縛エネルギー（a.5.52）を代入して（a.5.53）を記述する． 

 a.5.52
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ここでは，（a.5.53）を書き直してリュードベリ定数を理論的に導出することを試みる．仮定Ⅳの対応の原理では

（a.5.53）から別の式に書き直した場合には，その書き直された式が成立することは保証していない．そのよう

に書き直された式が成立することを仮定Ⅳで保証していないことを前提にして以下のようにリュードベリ定数の

導出の考察をする．束縛エネルギー（a.5.53）の両辺を 2 乗して，（a.5.54）を記述する．（a.5.54）の右辺を（a.5.55）

に記述する． 
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（a.5.55）を（a.5.56）に書き直す．（a.5.56）の両辺を整理すると，（a.5.57）になる． 
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（a.5.57）から水素原子のリュードベリ定数を導出すると，（a.5.58）を記述できる．量子数（a.5.50）は（a.5.59）

を満足することは明らかである．このことから，水素原子のリュードベリ定数（a.5.58）は（a.5.60）の近似の式

に記述できる．近似の式（a.5.60）は（a.5.61）に整理できる．ただし，既に説明したように仮定Ⅳでは，（a.5.58）

が成立することは保証されない． 
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（a.5.61）の右辺を（a.5.62）のように記述する．（a.5.62）の右辺の原子番号に（a.5.17）を代入して，（a.5.63）

のように記述する．（a.5.63）の左辺（a.5.64）はボーア理論で対応の原理を使用して導出したリュードベリ定数

であるが，一般にはリュードベリ定数と呼んで（a.5.65）の定数を不える．（a.5.65）の定数は CODATA で発表し

たものを示した． 
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 a.5.171Z 水素原子の原子番号 
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 a.5.64


R ボーア理論で対応の原理を使用して導出したリュードベリ定数 

 a.5.65m 527 568.731 973 10 -1


R CODATA で発表したリュードベリ定数 

ここで，（a.5.62）のリュードベリ定数を（a.5.18）の右辺の水素原子のリュードベリ定数の代わりに代入する

と，近似の式（a.5.66）を記述できる．近似の式（a.5.66）の右辺を整理すると（a.5.67）になる．近似の式（a.5.67）

の右辺を（a.5.68）で記述する． 
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（a.5.17）を（a.5.68）の右辺に代入して，（a.5.69）に記述する．水素原子内の束縛エネルギー（a.5.18）は（a.5.69）

とは（a.5.70）の関係を持つ．近似の式（a.5.70）では，（a.5.69）は束縛エネルギーの近似の値を示すものと考え

ることができる． 
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 a.5.70
mm

EE  

特に，量子数（a.5.71）を（a.5.69）に代入した（a.5.72）の絶対値は水素原子のイオン化エネルギーに十分に

一致することの報告がある．このイオン化のエネルギーは次のようなものである．ここで考えている水素原子は

ひとつの電子しか持たないので，その水素原子内からひとつの電子を取り出すことで水素原子は正の符号をもつ

陽子のみとなる．この陽子のみとなった水素原子は正の符号にイオン化していることになる．このように，水素

原子をイオン化するのに必要なエネルギーを水素原子のイオン化エネルギーと呼ぶ．（a.5.72）の絶対値が水素原

子をイオン化するのに必要なイオン化エネルギーであることは次のように一般には解釈する．（a.5.69）の量子数

が∞に向かいどこまでも大きくなるように極限値を計算すると（a.5.73）になる．このために，（a.5.74）を計算

することができ（a.5.74）は（a.5.72）の絶対値に一致することになる．（a.5.73）の場合では電子は束縛されてい

ないものと解釈できる．このように電子が束縛されていない状態では，イオン化した水素原子とひとつの電子が
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存在するものと考えることができる．このために，（a.5.72）の絶対値をイオン化エネルギーとして扱うことがあ

る．ただし，専門書によって負号の扱いは異なるので必ずしも（a.5.72）の絶対値でイオン化エネルギーを表示

するものとは限らない．水素原子の量子数１の状態の束縛エネルギー（a.5.75）の絶対値にイオン化エネルギー

は等しいものと考えることで，束縛エネルギーの近似の値を示す（a.5.72）の絶対値を水素原子のイオン化エネ

ルギーとして扱うことになる．ただし，測定値が十分に一致していることを前提にしている．量子数１の水素原

子の束縛エネルギーの状態を基底状態と呼ぶ． 

 a.5.711 m  
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水素原子の基底状態の束縛エネルギーの近似の式 
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 a.5.75
1


H

RchE   

プランク定数（a.5.76）を使用して，水素原子の基底状態の束縛エネルギー（a.5.75）を計算すると（a.5.77）

になる．プランク定数（a.5.76）は CODATA で発表している値である．一方，水素原子の基底状態の束縛エネル

ギーの近似の式（a.5.72）を計算すると（a.5.78）になる．（a.5.77）と（a.5.78）の値との差を計算すると（a.5.79）

になる．一般には，（a.5.79）の値程度に近い場合では，（a.5.72）を水素原子の基底状態の束縛エネルギーとして

扱う場合もある．実験値では，文献１０に水素原子のイオン化エネルギーとして（a.5.80）の値――文献１０の

表示とは単位は異なる．――が表示されている．一般の物理学指導では（a.5.80）と（a.5.77）のような値を比較

するとボーア理論の水素原子の基底状態の束縛エネルギーは実験に一致するものとして，紹介されるものと著者

は判断する． 

 a.5.76s J 1096068626.6 34  　　h プランク定数 

 a.5.77J 1070719798.21 19

1  　　E ボーア理論の水素原子の基底状態での束縛エネルギーの理論値 

 a.5.78J 1020854786.21 19

1 

  　　E ボーア理論の水素原子の基底状態での束縛エネルギーの近似値 

 a.5.79J 105865011.0 19

11 

  　　EE  

 a.5.80J 1068.21 19  実験値 

定常状態の水素原子内での電子と原子核との間の距離（a.5.45）を計算する．仮定Ⅰおよび仮定Ⅱを使用する

と，電子は原子核の周りを，図 a.5.1 のように等速円運動を続けることができる．（a.5.81）は水素原子内の電子

が定常状態で図 a.5.1 のような等速円運動の軌道になる円の半径を意味するものとする．その円の中心は原子核の

中心とする．このことから，束縛エネルギー（a.5.68）をとる軌道を電子が等速円運動しているものとして，（a.5.68）

を（a.5.45）の右辺に代入すると（a.5.82）を記述できる．距離（a.5.82）の右辺を整理すると（a.5.83）になる．

（a.5.83）の右辺を（a.5.84）に記述する．（a.5.84）はボーア理論の仮定Ⅰ～仮定Ⅳを使用した等速円運動で描く

円軌道の円の半径を意味する． 
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ボーア理論の仮定Ⅰを使用した等速円運動の軌道になる円の半径 
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ボーア理論の仮定Ⅰ～仮定Ⅳを使用した等速円運動の軌道になる円の半径 

水素原子の原子番号（a.5.17）を（a.5.84）の右辺に代入すると，（a.5.85）になる．さらに，量子数（a.5.71）を

（a.5.85）に代入すると，（a.5.86）になる．定常状態の水素原子内の電子と原子核との距離（a.5.86）はボーア半

径と呼ばれるものである．CODATA で発表しているボーア半径は（a.5.87）になる． 
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 a.5.87m 1059208177529.0 10  　　　Br  

（a.5.85）を使用すると，（a.5.88）のように発散する．（a.5.88）では次のように距離 mr を考えている．任意の実

数 c ――（a.5.89）のこと．――に対して（a.5.90）のように自然数 N が存在して（a.5.91）のように任意の自然

数 m が存在する（a.5.92）を満足する距離 mr になる．この（a.5.92）のような半径 mr は，実際の水素原子の大

きさには一致しないことは明らかである．この計算からでは，古典理論の束縛エネルギー（a.5.41）は実際の水

素原子での束縛エネルギーの関数ではないものと解釈できる． 
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電子の持つ運動エネルギーおよび静電気的ポテンシャルエネルギーの和 

（a.5.18）は実験式（a.5.1）および仮定Ⅲを使用して導出したものである．その導出過程では，仮定Ⅲで水素原

子モデル内の電子の等速円運動を仮定している．その仮定Ⅲでの等速円運動が成立しなくても（a.5.1）および

（a.5.21）が成立するならば，（a.5.24）から（a.5.18）を導出できる．このような解釈では，（a.5.18）は（a.5.41）

とは異なるものと扱える．そして，（a.5.18）に実際の水素原子の束縛エネルギーが一致するものとした仮定を否

定することにはならない．このような（a.5.18）の仮定では，水素原子内での電子は仮定Ⅰのように等速円運動

をする必要はない． 
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（a.5.82）～（a.5.86）で示すようにボーア理論での定常状態の水素原子内の原子核と電子との間の距離は，量
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子数（a.5.3）で決定する丌連続な値を示す．このために，ボーア理論では定常状態の水素原子内での電子の持つ

運動エネルギー（a.5.39）は丌連続な値になることは明らかである．同様に，定常状態の水素原子内での電子の

静電気的ポテンシャルエネルギー（a.5.93）は丌連続な値を示すことは明らかである． 
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電子の持つ運動エネルギー 
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静電気的ポテンシャルエネルギー 

ニュートンの運動方程式（a.5.36）では，電子が等速円運動することを記述した．（a.5.36）には原子核の質量

（a.5.94）を記述していない．運動方程式（a.5.36）では原子核の質量（a.5.94）がどのような正の値でも（a.5.36）

の両辺の値に影響はないものと扱うことができる． 
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ニュートンの運動方程式――ニュートンの運動の第 2 法則―― 

 a.5.94pm 原子核の質量 

一方，図 a.5.1 では，原子核は等速円運動の円軌道の中心に存在し続ける．本書の第２回では，図 a.5.1 の原子核

は慣性座標系内に静止を続けるものとして扱う．その慣性座標系内では，このように静止している原子核の加速

度は（a.5.95）であるものと扱うことができる．原子核の加速度を（a.5.95）で仮定すると，どのような正の実数

を原子核の質量（a.5.94）として扱っても，その原子核に作用する運動方程式（a.5.96）で記述できる合力は（a.5.97）

のように零になる．このことでは，その原子核は等速円運動の円軌道の中心に存在し続けるものと考察できる．

第 3 回では，そのような原子核の質量（a.5.94）についての考察もする． 

 a.5.950a   

 a.5.96aF  pm ニュートンの運動方程式で記述した原子核に作用する合力 

 a.5.9700aF  pp mm  
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